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При реализации процессов обработки давлением трубных заготовок, например с по-

мощью операций обжима и раздачи, часто встречающимся видом брака является появление 
круговой волны на участке, передающим силу деформирования. Поэтому представляется ак-
туальной задача изучения предельных состояний, при которых трубная заготовка теряет 
устойчивость. Рассмотрению условия потери устойчивости трубной заготовки как цилин-
дрической оболочки при сжатии с большой степенью деформации посвящено достаточно 
большое количество работ, среди которых [1–5]. Известные уравнения устойчивости оболо-
чек и соответствующие им краевые и начальные условия связывают между собой бесконечно 
малые величины перемещений, деформаций и силовых факторов, что порой выходит за пре-
делы возможностей теории оболочек, из которой они выведены [6]. Выдвинутый и теорети-
чески обоснованный Д. Друккером [7] постулат о положительности работы добавочных 
внешних сил на вызванных ими перемещениях широко применяется исследователями на 
практике, без которого некоторые функциональные зависимости не реализуемы. Изучению 
устойчивости трубной заготовки, а точнее определению условий ее потери, посвящена рабо-
та [8]. Для анализа устойчивости использован энергетический критерий, основанный на ба-
лансе полной энергии деформирования. При искривлении срединной поверхности происхо-
дит поворот поперечных сечений, вызывающий дополнительные деформации сжатия на во-
гнутой стороне и растяжения – на выпуклой стороне боковой поверхности. При этом в де-
формированном состоянии поперечные сечения остаются перпендикулярными к изогнутой 
срединной поверхности, что уменьшает деформации сдвига. Выпучивание срединной по-
верхности приводит к перемещению торца заготовки, которое необходимо определить. Ав-
торами проведен кинематический анализ, согласно которому получено поле перемещений 
возмущенного состояния, удовлетворяющее краевым условиям и условию несжимаемости. 
Известны и чисто экспериментальные работы, в которых определены соотношения геомет-
рических параметров деформируемой трубы, при которых образуется складка [9, 10]. Опре-
делению статического критерия потери устойчивости с учетом анизотропии при различных 
операциях, посвящены работы [11, 12]. Автором [13] изучена потеря устойчивости трубы за 
пределами упругой области, предложен подход для определения геометрических и силовых 
параметров при пластической потере устойчивости, которые удовлетворительно согласуются 
с экспериментами. 

Целью работы является установление взаимосвязи геометрических и силовых пара-
метров при нагружении трубных заготовок с возможной потерей устойчивости недеформи-
руемого участка, передающего технологическую силу в очаг деформации. Выявление при-
чин потери устойчивости позволит избежать в дальнейшем нежелательного формоизмене-
ния, приводящего к браку. 

Рассмотрим математическую модель потери устойчивости трубной заготовки при 
нагружении осевыми силами. Особенностью дифференциального уравнения устойчивости 
цилиндрической оболочки при осевом сжатии является третье слагаемое, учитывающее осо-
бенности формоизменения оболочки [3]: 

 

ср
0,   (1) 

 

где ; ; 

ср – радиус срединной поверхности исходной оболочки; 
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 – приращение момента внутренних сил при изменении кривизны серединной по-
верхности оболочки;  

 – изменение дополнительно возникающей при потере устойчивости окружной си-
лы, вследствие выпучивания серединной поверхности оболочки; 

 – сжимающее напряжение в направлении оси x;  
S – толщина оболочки;  

 – прогиб срединной поверхности;  

 – изменение кривизны срединной поверхности оболочки при выпучивании. 

Если принять зависимость интенсивности напряжений от интенсивности деформаций 
в виде степенной функции: 

 

∙ ,   (2) 
 

где A – числовой коэффициент, зависящий от свойств материала; 
n – коэффициент деформационного упрочнения, то напряжения, деформации и их 

приращения выразятся следующими соотношениями:  
 

√ ;    √ ;    ;    
√
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Отсюда:    
√

 ; 
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 . 
 

И после соответствующих подстановок: 
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Для определения приращения напряжений сжатия воспользуемся зависимостью меж-

ду приращением деформации и напряжением  , отсюда: 
 

.  (3) 
 

С момента появления складки осадка заготовки начинает происходить за счет выпучива-

ния стенки (рис. 1). В этом случае , yx   и из уравнения (3) . 

 

 
a б 

Рис. 1. Геометрические параметры цилиндрической оболочки в исходном состоянии 
(а) и в момент потери устойчивости (б) 

 
По гипотезе плоских сечений при изгибе принимается линейная зависимость прира-

щений деформаций по толщине оболочки, т. е. отрезок интегрирования симметричен: 
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∙ ;    
ср

 , (4) 
 

Отсюда очевидно получим: 
 

1
9

∙
4
3 ср

0 

 

и преобразования: 
 

ср
	 0  или   0. (5) 

 

При замене переменных , 
ср

 окончательно уравнение примет вид 

0. Граничные условия: 
 

x = 0, 0; , 0; x = 0, 0; , 0. 
 

Характеристическое уравнение для полученного линейного уравнения имеет вид: 
 

0. 
 

Из этого биквадратного уравнения находим спектр собственных частот дифференци-
ального оператора. Дискриминант биквадратного уравнения имеет вид: 

 

4
ср

, тогда: 

√
ср

,  ср

ср
, 

 

ср
81 ср 48 . 

 

Следовательно, решение дает два корня комплексных: 
 

;
ср

81 ср 48 i,  (6) 

 

а другие два – действительных: 
 

;
ср

81 ср 48
	
 .  (7) 

 

Фундаментальная система решений в этом случае имеет вид: ; ;	 ; 
. 
Общее решение линейного дифференциального уравнения запишется: 
 

. 
 

Из нулевых граничных условий находим, что ≡ 0, то есть для того, что-
бы решение было нетривиальным необходимо и достаточно, чтобы: 

 

0 , 0 , , где ∈ ,	 , где ∈ . 
 

При этом форма изогнутой поверхности оболочки при потере устойчивости описыва-
ется с точностью до масштаба зависимостью: 
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.  (8) 
 

Для нахождения нетривиального решения изгиба тонкой оболочки воспользуемся 
условием изгиба стенки оболочки посередине. Для этого случая граничные условия: 

 

0 при x = 0;  при 	; 

0 при x = 0; 0 при 
2
	. 

 

В общем случае: 
 

. 
 

Составим систему линейных уравнений для нахождения констант: 
 

0;

2 2
;

0

2 2
0.

 

 

Решая эту систему методом Жордана-Гаусса, получаем значения для постоянных 
; ; ; : 

 

;		 ;		 ; ,   (9) 
 

где функции  и  заданы следующими соотношениями: 
 

;  	  

 

 . (10) 
 

После подстановки полученных констант в общее решение получим аналитическое 
выражение для расчета прогиба срединной поверхности цилиндрической оболочки: 
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где λ1, λ3 , λ4  – выражаются по формулам (6), (7). 
Решение задачи устойчивости цилиндрической оболочки в классической постановке 

при осесимметричной форме потери устойчивости с использованием уравнения изгиба 

ZP
R

Eh

dx

d
D  

24

4

, приводит к известным решениям теории упругости, которые являются 

ключевыми при прогнозировании изменения геометрии оболочки в момент потери устойчи-
вости [1–5, 11]: 

– длина волны при локальной потере устойчивости упругой цилиндрической оболочки: 
 

 4
2

22

112
2







sR
L ; (12) 

 

– критическое число полуволн: 
 

кр ∙ 12 1 ; (13) 
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– критическое осевое сжимающее напряжение: 
 

кр √
; (14) 

 

– суммарная критическая сжимающая сила: 
 

кр 2 кр √
. (15) 

 

Модель прогиба цилиндрической оболочки в соответствии с полученной аналитиче-
ской зависимостью (11) позволила проанализировать поведение трубных заготовок с разной 
начальной высотой при фиксированной относительной толщине стенки. Согласно графику, 
приведенному на рис. 2, а при увеличении начальной высоты трубной заготовки увеличива-
ется и величина прогиба. На рис. 2, б показано изменение прогиба в зависимости от высот-
ной координаты трубной заготовки в процессе деформирования. Из графика видно, что вы-
пучивание происходит наружу с образованием волны, близкой к симметричной форме. 
Большое влияние на потерю устойчивости трубной заготовки и на величину прогиба оказы-
вает относительная толщина стенки RS . По графику на рис. 3, а можно количественно оце-
нить прогиб в месте образования круговой волны. 

 

  
а б 

Рис. 2. Характер изменения прогиба в зависимости от:  
а – начальной высоты трубной заготовки; б – высотной координаты 

 
С увеличением относительной толщины трубной заготовки геометрия в связи с потерей 

устойчивости искажается больше. Прогнозирование критического количества полуволн на ос-
нове зависимости (13) при потере устойчивости цилиндрической оболочки бывает полезным 
с точки зрения дефектообразования, так как дает возможность качественно оценить формоиз-
менение недеформируемого участка трубы, передающего технологическую силу к очагу де-
формации при выполнении операции раздачи. Влияние таких технологических параметров, 
как относительная толщина трубной заготовки и ее высота, на количество образующихся по-
луволн при потере устойчивости цилиндрической оболочки, торцы которой нагружены осевой 
равномерно распределенной силой, иллюстрирует график, приведенный на рис. 3, б. 

 

 
а б

Рис. 3. Влияние относительной толщины стенки RS
  
на: 

а – величину прогиба трубной заготовки в месте образования круговой волны;  
б – число полуволн при потере устойчивости цилиндрической оболочки при разных высотах 
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С ростом относительной толщины трубной заготовки, количество полуволн уменьша-
ется. Очевидно, что при одной и той же относительной толщине заготовки, количество полу-
волн увеличивается при увеличении высоты заготовки. Это является закономерным и не 
противоречит известным экспериментальным данным [12, 13]. Расчет критических напряже-
ний, ответственных за потерю устойчивости цилиндрической оболочки, проводился в соот-
ветствии с зависимостью (14). Установлен характер изменения значений напряжений σкр от 
относительной толщины заготовки, с ростом которой увеличивается и критическое напряже-
ние, причем изменение происходит по линейному закону, как показано на рис. 4, а. Критиче-
ские напряжения упругой потери устойчивости значительно превышают напряжения текуче-
сти, поэтому локальной потере устойчивости предшествует однородная пластическая де-
формация осевого сжатия, которая вследствие упрочнения металла существенно повышает 
критическое напряжение при пластической потере устойчивости. Начальная стадия образо-
вания кольцевой волны происходит при повышенных осевых напряжениях сжатия с малой 
кривизной образующей и моделируется уравнениями мембранной теории жесткопластиче-
ской оболочки [13]. Конечная стадия образования складки моделируется автором [13] урав-
нениями идеально пластического изгиба с конечной кривизной криволинейных участков 
с учетом окружных напряжений и деформаций. 

 

а б 

Рис. 4. Влияние относительной толщины RS  цилиндрической оболочки на изменение:  
а – критических напряжений при потере устойчивости; б – критической силы,  

ответственной за потерю устойчивости 
 
Критическая сила, при которой наступает момент потери устойчивости, также растет 

при увеличении относительной толщины трубной заготовки, как показывает график на 
рис. 4, б. Характер изменения критической силы нелинейный параболический. 

Эксперименты проводились на заготовках из стали 12Х18Н10Т диаметром 63,5 мм 
и высотой 15; 25; 40 и 60 мм. Рис. 5 иллюстрирует формоизменение заготовок разной высоты 
в момент потери устойчивости. На рис. 6 показан характер изменения силовых факторов. 

 

 
Рис. 5. Примеры потери устойчивости разных по высоте трубных заготовок 
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Рис. 6. Диаграммы «сила–ход» при деформировании образцов 
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ВЫВОДЫ 

Установлена взаимосвязь условий потери устойчивости цилиндрической трубной за-
готовки с ее геометрическими параметрами и энергосиловыми характеристиками реализуе-
мого технологического процесса. На основе выявленных связей разработана математическая 
модель прогиба срединной поверхности цилиндрической трубы, проведен анализ характера 
изменения и численных значений изгиба стенки в момент потери устойчивости. Проведен 
анализ влияния относительной толщины стенки трубы на количество образующихся полу-
волн, на критические напряжения и силы, при которых заготовка теряет устойчивость. 
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